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5 Formale Sprachen und Grammatiken

Das nun folgende Kapitel enthilt eine Typisierung von Grammatiken und Sprachen.
Des weiteren werden allgemeine Aussagen iiber Grammatiken und ihre Darstellungen
gemacht.

Eine Grammatik ist ein Kalkiil zur Erzeugung einer Sprache. Formal ist eine
Grammatik ein Quadtupel G = {N,T, R,c}' aus einer Menge von Nonterminalen
(Variabalen), von Terminalsymbolen, einer Regelmenge und einem Startsymbol. Jede
Grammatikregel hat die Form P — @ fiir irgendeine linke Seite (Pramisse) und rechte
Seite (Conclusio) . P muk mindestens ein Nonterminalsymbol enthalten, @ nicht.
Eine solche Regel ist zu verstehen als Ersetzungsregel, die besagt, dak in einem Wort
aPp das Teilwort P ersetzt werden darf durch (). Eine Grammatik erzeugt eine
Sprache, sie dient also der Synthese. Das Gegenstiick dazu ist der Automat, der
Sprachen erkennt, er dient der Analyse.

Fiir eine Grammatik im allgemeinen gibt es nur zwei Einschrankungen: Sie darf
nur endlich viele Regeln haben, und jede Regelpramisse mufs mindestens ein Nonter-
minal enthalten. Das Wort kann im Lauf der Ableitung beliebig wachsen und wieder
schrumpfen. Wenn man die Form, die die Regeln einer Grammatik annehmen kénnen,
beschréankt, erhédlt man Grammatiktypen und damit auch Sprachtypen von verschie-
denen Schwierigkeitsgraden. Diese Typen sollen Gegenstand des folgenden Abschnitts
sein.

Definition A (Grammatiktypen). Sei G = {N, T, R,0} eine Grammatik:

a) G heifit vom Typ 3 oder rechislinear oder regulir, genau dann wenn,
V(P = Q)€ R(PeN und Q€ T*UTTN)).
FEs wird ein einzelnes Nonterminalsymbol ersetzt. Mit einer Regelanwendung
wird jeweils hochstens ein nonterminales Symbol erzeugl, welches, wenn es auf-
tritt, ganz rechts im Wort stehl.

b) G heifit vom Typ 2 oder kontlextfrei, genau dann wenn,
V(P— Q)€ R(PEN und Q € (NUT)*).
FEs wird ein einzelnes Nonterminalsymbol ersetzt. Das Wort in der Conclusio
kann nonterminale und terminale Symbole in beliebiger Mischung enthalten.

¢) G heifit vom Typ 1 oder kontextsensitiv, genau dann wenn,
V(P — Q) € R(Fu,v,a € (NUT)" 3A € N(P = uAv und Q = uav mit |a| >
1))), oder die Regel hat die Form S — €. S kommt in keiner Regelconclusio vor.
FEs wird ein Nonterminalsymbol A in eine Zeichenkette o mit einer Linge von
mindestens 1 tberfihrt (d.h. das Wort wird durch die Regelanwendung nicht
wieder kirzer). Diese Ersetzung von A durch o findet aber nur statt, wenn der
in der Regel geforderte Kontext, links u und rechts v, im Wort vorhanden ist.

d) G heifst vom Typ 0, wenn G eine Grammatik ist.

In der Vorlesung wurde die Regelmenge R mit P bezeichnet



e) G heifft vom Erweiterungstyp, wenn fir alle (a,3) € R gilt: |a| < |B], d.h.
das Wortproblem? ist lésbar fiir von konlexlsensitiven Grammatiken erzeugle

Sprachen (Typ 1, auch fir Typ 2 und Typ 3).
f) G heifit lineare Grammatik, wenn G kontextfrei ist und fir alle (o, 8) € R gilt:
peT*oNoT*UT™.
Beispiele zu den verschiedenen Grammatiktypen:

Typ 3 Die Sprache L, = {a” |n € N} ist eine regulare Sprache. Sie wird erzeugt von
der folgenden Grammatik:

Gy = ({5}, {a}, P,S) mit
P={S—aS|e}

Die Grammatik ist rechtslinear: In jeder Regel wird entweder mindestens ein
Terminal erzeugt oder die Conclusio ist €, und in jeder Conclusio kommt héch-
stens eine Variable vor, und zwar am FEnde des Wortes.

Typ 2 Die Sprache L,, = {a™b"|n € N} ist eine kontextfreie Sprache. Sie wird

erzeugt von der folgenden Grammatik:
Ga = ({S},{a,0},{P1, P}, 5) mit
PIZS—>GSb7 PQZS—>€

Die Grammatik ist kontextfrei: Auf der linken Seite jeder Regel, sowohl von P;
als auch von P, steht nur eine einzelne Variable.

Typ 1 Die Sprache Ly = {a”™b"c" | n € N} ist kontextsensitiv. Sie wird erzeugt von
der folgenden beschrankten Grammatik:

Gabc - ({ZyA7B7H7O}7{a7b7C}7{P1"'P9}7Z) mlt

Pl = Z—>6
PQ = Z—>AC
P3 = A—>(],b

P, = A—=dACB
P = CB—-CH
P = CH— BH
P, = BH — BC
P = B—=b

Py = Ce—ce

(45 18t eine kontextsensitive Grammatik. Die kontextsensitiven Sprachen sind
eine echte Obermenge der kontextfreien Sprachen.

Zes gibt einen Algorithmus, der nach endlich vielen Schritten entscheidet, ob fiir ein Wort w € X*
w € L(G) gilt



Definition B (Sprachklassen). Fine Sprache ist vom Typ i, 1 =10,1,2,3, wenn es
eine Grammatik G gibt, die vom Typ i mit L = L(G) ist.

Sprachklasse | definiert als Fine Sprache aus dieser
Sprachklasse heifit

Ls, REG {L(G)| G ist rechtslinear} requldr, Typ 3

Ly, CFL? {L(G)| G ist kontextfrei} kontextfrer, Typ 2

Ly, CSI* {L(G)| G ist kontextsensilivy | kontextsensitiv, Typ 1

Lo {L(G)| G ist eine Grammatik} | rekursiv aufzihlbar, Typ 0
L {L CT*| T ist ein Alphabet} | Sprache

Menge aller Sprachen

Typ 0-Sprachen oder
rekursiv aufzéhlbare Sprachen

Erweiterungstyp
(entscheidbare Sprachen)

kontextsensitive
oder Typ 1-Sprachen

kontextfreie oder

Typ 2-Sprachen

reguléare oder
Typ 3-sprachen

Abbildung 1:

Fiir die in Definition B angegebenen Sprachklassen gilt die Chomsky-Hierarchie:
L3CLyCLiCLCL

Der Erweiterungstyp wiirde in dieser Hierarchie die Teilmenge von L£; enthalten.
Sprachlich wiirde diese Hierarchie folgendermafen formuliert werden: Jede Gram-
matik ist automatisch vom Typ 0. Eine Grammatik ist vom Typ I, wenn sie die
entsprechenden Eigenschaften besitzt. Eine Typ 1-Grammatik ist vom Typ 2, wenn
sie alle hierzu gehérenden Regeln einhilt. Eine Typ 2—Grammatik ist vom Typ 3,
wenn die erforderlichen Bedingungen erfiillt sind.

3context free language

*context sensitive language



5.1 Kontextfreie Sprachen

Beispiel SeiG = {N,T,R,c} mit T = {v, ¢, +, -}5, N =A{E,T, F}G, R={R:...R:}
mit ¢ = E und fir R:

=
A A

o T NN

-
1

L(G) = {arithmetische Ausdriicke mit Operationen +, - und mit den Operanten
v, ¢ mit korrekter Klammerung }

Beispiel fiir eine Ableitung nach obigen Regeln:

rF—~F+F—FEF+FEF+FE—-FE+T - T+ E—->FE+T-T- T+ FE— ...
—~F4+F-FP F+FE—>... 3" v+v-c-v+v

Definition C (Ableitungsbaum). Sei G = {N, T, R,c} eine kontexlfreie Gram-
matik. Ein Ableitungsbaum” zu G ist ein angeordneter, knotengewichteter Baum B =

(V, E,vo) fiir den gilt:
e Jeder Knoten v € V ist mit einem Symbol aus N UT U {e} markiert.
o Die Wurzel vy ist mit o markiert.
o Jeder innere Knoten st mit einem Nonterminalsymbol markiert.
o Jedes Blalt ist mit einem Symbol aus T U {c} markiert

o [st v € V emn innerer Knoten mit den Séhnen vy,...,vp € V in dieser An-
ordnung, ist A die Markierung von v und A; die Markierung von v;, so ist

A—)‘AlARER

e Fin mit ¢ markiertes Blatt hat keinen Bruder (denn das entspriche einer Ab-
leitung wie A — abeBc)

Satz D. Sei G = {N, T, R,c} eine kontexlfreie Grammtik. Dann gilt fiir jedes w € T*
mit w=2xy...2,, 0 =5 w genau dann wenn:

Es gibt einen Ableitungsbaum zu G, dessen Blétter von links nach rechts gelesen mit
T1y..., T, markiert sind.

v - Variable, ¢ - Konstante

SE - Expresion, T-Turn, F-Factor
“in der Literatur auch Syntaxbaum



Beweis: Die Beweisidee soll hier nur kurz angedeutet werden, da beide Beweisrich-
tigungen vollig offensichtlich sind. Man beweist hier noch etwas mehr, als der Satz
aussagt, indem man w von 7™ auf den Bereich (N U T)* und o auf eine beliebige
Variable A verallgemeinert: Zu GG und w existiert ein Ableitungsbaum B, so dals

(A=} w) <& Esgibt einen A-Baum in B mit Front w

»=" durch Induktion iiber die Lange der Ableitung

»<=" durch Induktion {iber die Hohe (Tiefe) des Baumes

Verschiedene Ableitungen kénnen durch denselben Ableitungsbaum dargestellt
werden.

(1) E—-FE+E—-E+T—-T+T— ...
2) E—-FE+FE-TH+E—-F+FE—v+E—...
—v+T—>v+F —v+4v

Definition 1 (Linksableitung). ® Fine Ableitung w, =g wy =g ... =g w, heiffl

Linksableitung, falls w; + 1 durch Ersetzen der linkesten Variable in w; entsteht fiir
alle 1 < n.

Definition 2 (Rechtsableitung). Die Rechtsableitung ist analog zur Linksableitung

/N /N

.\ S

E

E E

~ N

E + E T E * E
T T \F F/ T T
/1N /N
F T ¢ T L F
\ /N
F T/° T T F

\
v o+ v oo - v+ v v o+ v e - v+
Linksableitung Rechtsableitung

8Von den Autoren dieses Stiickes wurden zusitzliche Definitionen, Sitze oder Hilfssitze eingefiigt,
da nach deren Meinung diese fiir das Verstdndnis des Textes notwending sind. Sie sind im Gegensatz
7u den Sétzen aus der Vorlesung mit arabischen Ziffern bezeichnet



Fazit: Jedem Ableitungsbaum laft sich eine Linksableitung zuordnen. Das heifit, fiir
jede kontextfreie Grammatik G gilt:

w € L(G) & Es gibt eine Linksableitung von w beziiglich G

Andererseits: Es kann zu einer Grammatik G und einem Wort w € L(G) meh-
rere strukturell unterschiedliche Ableitungen geben.
5.1.1 Eindeutige Grammatiken

Definition 3. Fine Sprache ist genau dann eindeutig, wenn es eine eindeutige Gram-
matik gibt, d.h., es gibt genau eine Linksableitung zu einem Wort w € L(G).

Beispiel: Eindeutige Grammatik G = {N, T, R, o} fiir arithmetische Ausdriicke mit
mit 7' = {v,¢,+, -}, N={E,T,F}und R={R;... R;} mit o — E und fiir R:

<~

E —» E4T
E — T

T — T-F
T — F

F — (F)
F —

F —

o

5.1.2 Inharent mehrdeutige Grammatiken

Definition 4. Fine c¢f-Grammatik G heifit mehrdeulig - genau dann wenn - es ein
Wort w € L(G) gibt, so dafy G zwei verschiedene Linksableitungen zu w besitzl. Fine
Sprache L € Ly (Chomsky Typ-2) heif§t inhdrent mehrdeutig gdw. alle kontextfreien
Grammatiken fiir I mehrdeutig sind. Fine Gramatik G ist somit mehrdeutig, wenn
es zwei verschiedene Ableitungsbiume in G in gleicher Form gibt.

Beispiel Ein Beispiel einer inhdrent mehrdeutigen Sprache ist die kontextfreie Spra-
che: L = {a'b’c*|i = joderj = k}. Um den Beweis iiber die Mehrdeutigkeit
bestimmter Sprachen fiihren zu kénnen, wird zunédchst der Begriff des Ogden “s
Lemma eingefiihrt.

Lemma 1 (Ogden’s Lemma). Fir jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Kon-
stante n € N, so dafs fiir jedes Worlt z € L mit |z| > n folgende Aussage gilt:

Wenn wir in z mindestens n Buchstaben markieren, lifit sich z als z = uvwxy schrei-
ben, daff mindestens ein Buchstabe in vx markiert, in vwx héchstens n Buchstaben
markiert sind und fiir alle : > 0 das Worl wv'wz'y € L isl.



Wenn wir uns in Ogden’s Lemma dafiir entscheiden, alle Buchstaben zu markieren,
erhalten wir das Pumping-Lemma®. Es geniigt also, Ogden’s Lemma zu beweisen.

Beweis: Fiir eine kontextfreie Sprache L betrachen wir eine kontextfreie Grammatik
G in Chomsky-Normalform'®. Wir wihlen n = 2/*I*1. Diese Zahl wird spéter auch als
die Konstante aus Ogden’s Lemma bezeichnet. Sei z € L mit |z| > n. Im Wort seien
mindestens n Buchstaben markiert.

Wir betrachten einen Ableitungsbaum B fiir z. Da die Grammatik in Chomsky-
Normalform ist, ist der Baum bindr und hat |z| Blitter, die von links nach rechts
das Wort z ergeben. Die einzigen Knoten mit dem Grad 1 sind die Viter der Blitter.
Wir wéhlen einen Weg von der Wurzel von B zu einem Blatt aus. Wir wéahlen dabei
stets die Richtung, in der mehr markierte Blatter liegen. Bei Gleichheit kénnen wir
uns beliebig entscheiden. Knoten auf diesem Weg, fiir die im linken und im rechten
Teilbaum markierte Blitter liegen, heifen Verzweigungsknoten. Da n > 2/l ist, folgt
aus unserer Wahl des Weges, dall auf ihm mindestens |V| + 1 Verweigungsknoten
liegen. Von diesen betrachten wir die letzten |V| + 1. Von ihnen miissen nach dem
Schubfachprinzip mindestens zwei mit der gleichen Variablen A belegt sein, diese
Verzweigungsknoten nennen wir vy und vy (Abb. 2, Seite 8).

Abbildung 2: Syntaxbaum zum Beweis Ogdens Lemma

In dem Teilbaum mit Wurzel v, werde das Teilwort w und z erzeugt. Damit sind
auch u und y als passendes Prafix und Suffix fiir 2z eindeutig definiert.

Da v, Verzweigungsknoten ist, enthalten der linke und der rechte Teilbaum mar-
kierte Blatter, und damit enthilt vz mindestens ein markiertes Blatt bzw. einen
markierten Buchstaben. Da wir einschlieRlich v; auf den in v; startenden Teil des
ausgewiahlten Weges nur |V| 4 1 Verzweigungsknoten haben, und wegen der speziel-
len Wahl unserer Weges enthilt vwz hichstens 2IVI+1 = n markierte Buchstaben.

In der Grammatik sind, da v; und vy mit A belegt sind, folgende Ableitungen
moglich:

S =" uAy, A =" vAz, A =" w.

9siehe Vorlesung vom 14.07.2000
Ogiehe Vorlesung vom 14.07.2000



Aus diesen Ableitungen erhalten wir die Ableitung
S —=* uldy =" uwy = uv’wzy,
sowie fiir + > 1 die Ableitung
S = udy =" wAzry — - = w'Az'y — wiwa'y.

Also ist uvtwa'y fiir ¢ > 0 in L enthalten.

Beweis inhidrent mehrdeutige Sprachen:
Beispiel ist die kontextfreie Sprache: L = {a'b/c*|i = j oder j = k}.

L 14kt sich als Vereinigung zweier Sprachen L’ und L” darstellen. Dabei sind
L' = {a'b'|i > 0}{c}*und L" = {a}*{bc’|[i > 0} als Konkatenation kontextfreier
Sprachen selbst wieder kontextfrei.

Schneidet man L/ und L” so ist die Sprache L'NL" = {a'b'c'|i > 0} nicht kontext-
frei. Es gibt Worter aus diesem Teil der Sprache L mit mehreren Ableitungsbdumen.
Ziel ist es eine beliebige kontextfreie Grammatik G fiir L ein m finden, so daf es fiir
a”bme™ zwei Ableitungsbdume bzgl. G gibt. Die Regeln sind definiert, daf der ein
Ableitungsbaum die Gleichheit der Anzahl der Buchstaben a und b testet und der
andere die Anzahl der Buchstaben b und c.

Nach Satz F'! existiert zu jeder kontextfreien Grammatik eine #quivalente Gram-
matik in Chomsky-Normalform. Es wird angenommen, daff G in Chomsky-Normalform

vorliegt.
Sei n > 4 die Konstante aus Ogden’s Lemma fiir die Sprache L. wir betrachten
zunichst das Wort z = a"b"¢™™ € L und markieren alle Buchstaben a. Sei z =

uvwzy die nach Ogden’s Lemma existierende Zerlegung. Da wv'wz'y € L fiir alle
1 > 0ist, gilt v,z € a* U b* U c¢*. Wegen unserer Wahl der Markierung besteht

mindestens eines der Worter v oder z nur aus Buchstaben a.

Fall 1. z € a*. Dann ist vz = a? mit 1 < p < n. Aber dann ist uviwz?y =
a™*rhretnt ¢ [ im Widerspruch zu Ogden’s Lemma.

Fall 2. x € ¢*. Dann ist v € a™, also v = a? mit 1 < p < n. Wieder ist uv?wa?y ¢ L
im Widerspruch zu Ogden’s Lemma.

Fall 3. 2 € b*, d.h. 2 = b mit 0 < j < n. Dann ist v = a? mit 1 < p < n. Damit
uvwz?y = a”Py"H et ¢ List, muB j = p sein.

Damit muk es innerhalb von G (siehe Ogden’s Lemma) die folgende Ableitung fiir
eine Variable A geben:

S —* uAdy —* " AzFy = wwFwaty € L
Fiir den oben konstruierten Wert p gilt 1 < p < n. Sei k = %! + 1. Dann ist
uvkkay — an+n!bn+nlcn+n!.

Hsiehe Vorlesung vom 14.07.2000




Wir haben also einen Syntaxbaum fiir "+t "7 gefunden, in dem A —* vFwzk

gilt und wobei in diesem Teil der Ableitung aus A nur die Buchstaben a und b erzeugt
werden.

Wir fithren nun die gleichen Uberlegungen durch, indem wir mit dem Wort 2/ =
a™tmpre® € I starten. Wir erhalten auf die gleiche Weise einen Ableitungsbaum
fiir @™ttt in dem aus der Variablen B, die in diesem Uberlegungen die
Rolle von A {ibernimmt, nur die Buchstaben b und ¢ abgeleitet werden. Wenn die
gegebene Grammatik G eindeutig ist, sind die beiden Ableitungsbdaume isomorph. Da
der Teilbaum mit Wurzel A, der v*wa* erzeugt, a-Blitter und keine e-Blitter enthilt,
wihrend der entsprechende Teilbaum mit Wurzel B ¢-Blatter und keine a-Blétter
enthélt, liegen diese beiden Knoten in dem Ableitungsbaum nicht auf demselben
Weg. Es gibt also eine Ableitung geméf diesem Ableitungsbaum, die folgendermalen
aussieht:

S —=* tlAthtg mit tl,tg,tg eT”

Auferdem gilt
A =" v*wa® fir k>0,v=a’ und z =0 fiirein p > 0.
Analog gilt
B =~ (v)fuw'(2)* fiir k> 0,0 =b7 und 2’ = ¢! fiir ein g > 0.

Es folgt
S —>* tl(lpk'Lprthbqk'w/qut'g, € L.

Jeder Erhohung von k erhéht die Zahl der a-Buchstaben um p, die Zahl der b-
Buchstaben um p 4+ ¢ und die Zahl der ¢-Buchstaben um ¢. Fiir ein geniigend grofes
k ist die Zahl der b-Buchstaben sowohl grofer als die Zahl der a-Buchstaben als auch
grofer als die Zahl der e-Buchstaben. Dies steht im Widerspruch dazu, dak die so
erzeugten Worter alle in L liegen. Wir haben also folgendes Resultat bewiesen.

Die Sprache I = {a'b/c*|i = j oder j = k} ist inhdrent mehrdeutig.

5.1.3 Backus — Naur — Form

Unter der Backus-Naur-Form (folgend BNF) versteht man eine kompakte Notation
zur Niederschrift von kontextfreien (Typ 2) Grammatiken. Die BNF wurde im Zu-
sammenhang mit der Konstruktion der Programmiersprache ALGOL 60 eingefiihrt.
Bisher wurde bei mehreren Regeln, die alle die gleiche linke Seite besitzten geschrie-
ben:

A — 61
A — 62
A = B,

10



Diese Regeln lassen sich nun nach der BNF mit Hilfe eines Metazeichens (|) kiirzer
notieren:

A = BBzl ... |Bn

Eine weitere, kiirzere Schreibweise fiir die folgenden zwei Regeln

A — ay
A — afy

stellt dies dar (hierbei kann das Wort 8 auch weggelassen werden):

A = ally
Fiir die nachstehenden Regeln

A — ay

A — aBy

B — B

B — pB

lakt sich nach Backus und Naur folgendes schreiben:

A = ofBly

Das bedeutet, daf das Wort 3 zwischen a und v beliebig oft wiederholt (auch 0—mal)
werden kann.

In der Literatur [2] spricht man auch von der erweiterten Backus-Naur-Form. Da
die BNF und die kontextfreien Grammatiken gleichwertig sind, ist es moglich, daf
durch die BNF genau die kontextfreien (Typ 2) Sprachen beschrieben werden kénnen.
Zusitzlich sei auf die Veranstaltung Grundlagen der Programmierung I bei Professor

Budach von 14.12.1999 verwiesen.

11
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