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zu 4.7. (Regulidre Grammatiken)

Satz Z: regulire Sprachen < rechtslineare Grammatiken
Beweis: "= ": schon gefiihrt

7« "7: Sei G = (N, T, P,o) eine rechtslineare Grammatik. Wir konstruieren einen nichtdeter-
ministischen endlichen Akzeptor A mit L(G)=L(A). Sei A = (X, S, 0, So, F') definiert durch

S:=NU{a}, a ¢ N.
So := {0}

[ {o,a} : fallsoc —€e€ P
N {a} : fallso—e€P

Bed(A x), fallsA — xB e P

a€ (A x), fallsA—x € P

Nun gilt: fiirn > 1
w=1r1..x, € L(G) mit x; € X

< es gibt eine Folge von Nonterminals Ay, ..., A, 1 mit ¢ — 14; — 22245 — ...

L1y 1Ap_1 — X1.., =W

< es gibt eine Folge von Zustinden A, ..., A, 1 mit Ay € §(o,21), Ay € (A1, 12), ...

5(An_r, ) & w € L(A)

5. Formale Sprachen und Grammatiken
Typisierung von Grammatiken und Sprachen

Allgemeine Aussagen iiber Grammatien und Darstellungen

Def. A: (Typisierung von Grammatiken)
Sei G = (N, T, P,o) eine Grammatik
a.) G heifit vom Typ 3 oder rechtslinear oder regulér, wenn fiir alle («, 5) € P gilt:

aeN,5eT*({es UN)

b.) G heiit vom Typ 2 oder kontextfrei, wenn fiir alle (o, ) € Pgilt: « € N

c.) G heifit vom Typ 1 oder kontextsensitiv, wenn fiir alle («, 3) € P gilt:

a = ajBag, f = a1 fay fir ein B € N und oy, a9, 6 € (NUT)*

d.) G heiit vom Typ o, wenn G eine Grammatik ist.

e.) G heit vom Erweiterungstyp, wenn fiir alle («, 5) € Pgilt: |a| < ||

f.) G heifit lineare Grammatik, wenn G kontextfrei ist und fiir alle (o, 3) € P gilt:
B e (T*NT*UT*)
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Def.B:

a.) Eine Sprache L C T™ heifit Sprache vom Typ i, i=0,1,2,3, wenn es eine Grammatik
G gibt

b.)
CF:={ L CT* — List vom Typ 2 }
CS:={LCT*—List vom Typ 1}
Ch-0:={ L CT* — L ist vom Typ 0 }
Bemerkung:
Offenbar: Lin:={ L. C T* — zu L gibt es eine lineare Grammatik G mit L=L(G)}
RegcCFCCSCCh—-0
und Reg C Lin CCF
und CS = Erweiterungstyp

Ziele: Zeige jeweils C ungleich und charakterisiere die jeweiligen Sprachklasse.
Zwei Grammatiken G, G’ heiBlen dquivalent, wenn L(G)=L(G’)
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5.1. Kontextfreie Sprachen

Beispiel 1.):

Sei G = (N,T,P,o) mit T'= {a,b}, N ={a}, P = {0 — acb,0 — €}

G ist kontextfrei (sogar linear). L(G) = {a"b"|n > 0}. L(G) ¢ Reg = Reg # C'F



Beispiel 2.):

Sei G' = (N, T',P',0") mit T" = {v,c,+,-}, N ={E,T,F} o' = E,
P={F—-FE+EE—-T,T—-T-TT - FF— (E),F—>uvF—c}

E : expression

T : term

F : factor

L(G’)={ arithmetische Ausdriicke mit Operatoren +,- und Operanden v,c }

Bsp. F—-F+F—-FE+FEF+EFE—-FE+T- T+ E—->E+T-T- T+ EFE—-FE+F-F-F4+E —*
v+v-c-v+v

Ableitungsbiume:
Graphische Darstellung von Ableitungen bei kontextfreien Grammatiken durch Baume
(siehe Bild néchste Seite)

Def.C:
Sei G = (N, T, P,o) eine kontextfreie Grammatik. Ein Ableitungsbaum (Syntaxbaum) zu G
ist ein geordneter markierter Baum B = (V, E, vg) mit:

- Jeder Knoten v € V ist mit einem Sysmbol aus N UT U {e} markiert.

Die Wurzel v ist mit o markiert
- Jeder innere Knoten ist mit einem Nichtterminalsymbol markiert
- Jedes Blatt ist mit einem Symbol aus 7" U {e} markiert

- Ist v € V ein innerer Knoten mit den S6hnen vy, ..., v, in dieser Reihenfolge, ist A die
Markierung von v und A; die Markierung von v; , so ist A — A;... Ay € P

- Fin mit € markiertes Blatt hat keinen Bruder

Satz D:

Sei G = (N, T, P,o0) eine kontextfreie Grammatik. Dann gilt fiir jedes w € T, w =
r1...Tp,0 —* w < Es gibt einen Ableitungsbaum zu G, dessen Blétter von links nach
rechts gelesen mit x;...x,, markiert sind.

Beweis:
7<= 7. durch Induktion iiber die Lénge der Ableitung

”= 7. durch Induktion uber die Hohe des Baumes

Verschiedene Ableitungen konnen durch denselben Ableitungsbaum dargestellt werden.
Beispiel:

(1)WVE—-F+E—-FE4+T—->T+T—-T+F—>F+F—>F+4+v—v+v
2Q)F—-FE+E—-T+E—-T+T—>F+F—-v+FE—-v+T—-v+F—v+v
Linksableitung = jeweils linkestes Nichtterminalsymbol wird ersetzt

Fazit : Jedem Ableitungsbaum lést sich eine Linksableitung zuordnen.



D.h.: fiir jede kontextfreie Grammatik G gilt: v € L(G) < Es gibt eine Linksableitung von w
beziigl. G

Andererseits kann es zu einer Grammatik G und einem Wort w € L(G) mehrere strukturell
unterschiedliche Ableitungsbédume geben. Eine solche Grammatik ist mehrdeutig.

Beispiel: v+v-c-v+wv
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Mehrdeutige Grammatik:

Es gibt ein Wort w und strukturell unterschiedliche Ableitungsbédume von w beziiglich G
(sonst eindeutig)

Eindeutige Sprache:

Es gibt eine eindeutige Grammatik, die die Sprache erzeugt (sonst inhérend mehrdeutig)

Beispiel:
1) Eindeutige Grammatik fiir arithmetische Ausdriicke: N, T, o wie Beispiel 2.)oben
={F—-FE+T,E—-T,T-E,F — (E),F—v,[f—c}

2) inhdrent mehrdeutige Sprache:

L ={a""c"n,m >0} U{a"b"c"|n,m > 0}

Genau die Worter a'b’c’ haben strukturell verschiedene Ableitungsbdume.
Der Beweis ist aufwendig. [ siche Wegener: Theoretische Informatik |



5.1.1. Backus-Naur-Form:
Die Backus-Naur-Form ist eine Notation zur kompakten Beschreibung kontextfreier Gramma-
tiken.[J.Backus, P. Naur]

Kiirzungsregeln:

Ableitungsregel Backus-Naur-Form
A— B, A— By, ..., A— [, A — By]...|6,
A—ay,A— aby A — aoff]y

A—ay,A—aBy,B— (,B— B A—aofB}y

Aussage: Durch Grammatiken in Backus-Naur-Form kénnen genau die kontextfreien Gramma-
tiken beschrieben werden.



